
1. Racionální funkce od sinx, cosx, se symetrií vhodnou pro pou¾ití sub-
stituce t = tg x

I =

∫
dx

cos2(x)(1 + 2 sinx cosx)2
=

∫
dt

(1 + 2t
1+t2

)2

=

∫
(1 + t2)2

(1 + t)4
dt =

∫
t4 + 2t2 + 1

t4 + 4t3 + 6t2 + 4t+ 1
dt

=

∫
1− 4

t3 + t2 + t

(1 + t)4
dt = t− 4I0

Pro spoèítání I0 u¾ teï mù¾eme pou¾ít rozklad na parciální zlomky, ten
vyjde:
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Odtud u¾ lehce

I0 = log |1 + t|+ 2

1 + t
− 1
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+

1

3

1

(1 + t)3

a koneènì

I = tg x− 4 log |1 + tg x| − 8

1 + tg x
+

4

(1 + tg x)2
− 4

3(1 + tg x)3
+ C.

Funkce f(x) je de�novaná tam, kde je de�novaná tg x (tedy na (−π
2
+

kπ, π
2
+ kπ)) a kde zároveò sin 2x 6= −1, tedy 2x 6= 3π

2
+ 2kπ a koneènì

x 6= 3π
4
+ kπ, k ∈ Z. Maximální intervaly mají tedy tvar (−π

4
+ kπ, π

2
+

kπ) a (−π
2
+kπ,−π

4
+kπ) (je snadné si uvìdomit, ¾e získaná primitivní

funkce je de�novaná na toto¾ných intervalech jako funkce f).

2. Oèividnì je f(x) de�novaná, spojitá a diferencovatelná na celém R.

a) První derivace:

f ′(x) = 1− 1

1 + x2
+

(
xarctg x+

1

2
− 1

2

)
(log(1 + x2)− 1)

+

(
1

2
(1 + x2)arctg x− x

2

)
2x

1 + x2

= xarctg x log(1 + x2)
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Funkce log(1 + x2) je v¾dy nezáporná a funkce xarctg x zrovna
tak, obì funkce jsou rovny nule jen v bodì x = 0, proto je f(x)
rostoucí na celém R.

b) Víme, ¾e arctg x ∼ x, x→ 0 (napøíklad pou¾itím standardní limity
sinx
x

) a log(1 + x2) ∼ x2, x → 0 (napøíklad pou¾itím standardní

limity log(1+x)
x

). Proto f ′(x) ∼ x4, x→ 0 a tedy a = 4.

c) Víme, ¾e arctg x = O(1), x → +∞ a tedy arctg x = o(xε), x →
+∞ pro libovolné ε > 0. Podobnì pou¾itím ¹kálovacích limit víme,
¾e log(1+x2) = o(xε), x→ +∞, pro libovolné ε > 0. Dohromady
tak f ′(x) = o(x1+δ), pro libovolné δ > 0 a tedy b ∈ (1,+∞).

d) Vyu¾itím pøedchozího snadno vidíme, ¾e takové pøípadné c ∈ R
nemù¾e být vìt¹í ne¾ jedna. Zároveò ale pro c = 1 máme

lim
x→+∞

f ′(x)

xc
= lim

x→+∞
arctg x log(1 + x2) = +∞

a stejný výsledek dostaneme pro libovolné c < 1. Proto neexistuje
¾ádné c ∈ R tak, aby platilo f ′(x) ∼ xc, x→ +∞.
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